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As escalas temporais sao um modelo de tempo, onde os casos classicos 
de tempo contmuo e discreto sao considerados e fundidos num mesmo 
quadro geral. Neste artigo apresentam-se as definigoes basicas em escalas 
temporais e introduz-se, paralelamente, um package em Mathematica. 
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Time scales are a model of time, where the continuous and the dis- 
crete time cases are considered and merged into the same framework. In 
this paper some basic definitions of the time scale calculus are presented. 
Simultaneously, a package in Mathematica is introduced. 
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1 Introducao 

De acordo com E. T. Bell (1883-1960) "uma das tarefas principals da Matematica 
e harmonizar o contfnuo e o discreto incluindo-os numa matematica abrangente 
e eliminando a obscuridade de ambos" [7j- Em 1988 Stefan Hilger introduziu 

*Aceite para publicagao no Boletim da SPM (Sociedade Portuguesa de Matematica). 



Resumo 



Abstract 



o calculo em escalas temporais — Time Scales [TB] — e iniciou-se uma relagao 
proficua entre o calculo diferencial e o calculo as diferengas [17 . O Calculo em 
Escalas Temporais introduzido por Hilger permite cumprir com sucesso a tarefa 
proposta por Bell. E um assunto que tern recebido nos ultimos anos particular 
atengao e onde se tern vindo a assistir a interessantes avangos. 

O formalismo das escalas temporais tern um enorme potencial para aplicagoes 
em diversas areas tais como a biologia, a teoria do controlo, a economia e a 
medicina, onde os sistemas dinamicos envolvidos contem frequentemente uma 
parte discreta e uma parte contmua [H [5J [T3J- Por exemplo, um consumidor 
recebe o salario num dado momento do mes (tempo discreto), mas vai pon- 
derando ao longo de todo o tempo quanto deve gastar e quanto deve poupar 
(tempo continuo) [2[|8]. A biologia e fecunda em exemplos, pois e normal o 
crescimento de plantas e insectos depender fortemente de uma epoca do ano, 
devido a factores como a temperatura, humidade e pluviosidade [12]. Por ex- 
emplo, e natural que se considere um modelo dinamico em escalas temporais 
para estudar insectos Magicicada, que exibem uma combinagao de ciclos de vida 
longos e curtos. Na verdade, as cigarras passam varios anos de crescimento sub- 
terraneo como jovens (de 4 a 17 anos, dependendo da especie), saindo depois 
acima do solo apenas por um curto estagio adulto de varias semanas. Desta 
forma faz todo o sentido considerar-se uma escala de tempo diferente para os 
perfodos "abaixo" e "acima do solo" . Outro exemplo e dado pelo insecto Magici- 
cada septendecim que vive como uma larva por 17 anos e como adulto por cerca 
de uma semana. Na medicina, Jones et al. [19j apresentam uma modelagao em 
escalas temporais para usar o desbridamento de uma ferida como um controlo na 
cicatrizagao natural. Em Matematica encontram-se tambem varias aplicagoes, 
nomeadamente na area das desigualdades matematicas [21 [HI [27l [28] , na teo- 
ria do controlo H G3 [IE HH1> calculo das variagoes [TJ H H [H HI US] e 
optimizagao multi-objectivo [23] . 

Na Secgao[2]introduzem-se os conceitos basicos relativos as escalas temporais 
e mostra-se como esta teoria e uma generalizagao do caso real (tempo continuo) 
e do caso dos numeros inteiros (tempo discreto). Na Secgao [3] apresentam-se 
duas nogSes de diferenciabilidade em escalas temporais: as derivadas delta e as 
derivadas nabla. O texto e acompanhado com exemplos de utilizagao do sistema 
de computagao algebrica Mathematica. Termina-se com a Secgao[4]de conclusao 
e notas finais sobre algumas linhas de investigagao nesta area. 



2 Nogoes elementares 

Uma escala temporal, T, e um subconjunto nao vazio fechado de K. Os conjuntos 

T=R, 
T=Z, 

T=hZ = {hk:keZ} com h > 0, 
T=^ = {q k : k G Z} U {0} com q > 1, 

+ 00 

T=P a , 6 = U [k (a + b) , k (a + b) + a] onde a, b > 0, 
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sao exemplos de escalas temporais. 

Ncstc trabalho usa-se o package em Mathematica TimeScales que foi criado 
para o efeito em colaboragao com o Prof. Pedro A. F. Cruz ( pedrocruzOua . ptp 
da Universidade de Aveiro. O leitor e convidado a efectuar o download do pack- 
age em http://www.esce.ipvc.pt/docentes/srodrigues/TimeScales.in e a 
fazer as suas proprias experiencias. Para isso, e necessario colocar o ficheiro na 
directoria Extrapackages do Mathematica e, na janela de trabalhos do Mathemat- 
ica, executar o comando Needs ["TimeScales ' "] . Para introduzir uma escala 
temporal em Mathematica basta depois considera-la como uma lista, onde se 
pode introduzir valores discretos e contmuos. Note-se que os valores devem ser 
escritos por ordem crescente e, caso haja a uniao de varios subconjuntos, estes 
devem ser disjuntos dois a dois. 



ts := {Dados} 

onde os valores em "Dados" podem 
ser discretos, em forma de intervalo, 
ou a uniao dos dois casos anteriores. 



jj] Untitled-1 * 

WilP tsl {i r 2, 4, 8} 

I-:;;- ts2 := { Interval [{ 1 , 8}]} 

iv = ts := (0, Interval [(1, 3}] , 4, 5, Interval [[8 , 9] ] , 11} 



Ncste artigo considcrar-se-a a seguinte escala temporal como exemplo ilustra- 
tivo: ts : ={0 , Interval [{1 ,3}] ,4,5 , Interval [{8,9}] , 11}, o que na notagao 
usual da Matematica nada mais e que o conjunto ts = {0, 4, 5, 11} U [1, 3] U [8, 9]. 

Para uma visualizagao em Mathematica dos elementos que pertencem a escala 
temporal usa-se o seguinte comando: 

I Ex.mple.nb ' I " I @ MBl T 



ir::-E> TSPlot[ts] 



T S Plot[escalatemporal] 



Dada uma escala temporal T e t £ T, definem-se os seguintes operadores: 

• o operador de avango a : T — > T por a (t) = inf {s £ T : s > (}, onde 
a (supT) = supT caso supT < +oo; 

• o operador de recuo p : T — * T por p (t) — sup{s G T : s < t}, onde 
p(inf T) = inf T caso inf T > — oo; 

• a fungao de rarefacgao de avango p, : T — > [0, +00 [ por p(t) = a (t) — t; 

• a fungao de rarefacgao de recuo v : T — * [0, +00 [ por v (i) = t — p (t). 
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Exemplo 1. A Figura[l] ilustra o comportamento dos operadores de avango e 
recuo numa escala de tempo T. 



I 



p(to) = to = o(t ) 



tl 



p(t 2 ) = t 2 



pfa) t 3 =oit 3 ) 



<T(ti 



<T(ta) 



Figura 1: Ilustracao dos operadores de avango e recuo. 



Em Mathematica: 



T S sigma[escalatemporal, ponto] 
caso se pretenda calcular o operador de 
avanco cm apcnas um ponto; 

{#,TSsigma[escalatemporal, #]}&/@ 
Range[Min[escalatemporal], 
Max[escalatemporal],passo] 
caso se pretenda calcular o operador de 
avanco numa serie de pontos (note-se 
que caso os pontos nao pertengam a es- 
cala temporal, o Mathematica emite um 
aviso) ; 

T S sigmaPlot[escalatemporal] 
representagao grafica do operador de 
avanco. 



r Example-.nb * 
i-;:-:; = TSsigaia[ts, 1J 
:.[;: :- l 

ln[2S7]^ {#, TSsigna{ts, ff]} * /eRange[Miji[ts] 
T5::notinrs : Value'], 5 is rot on time scale, 
TSimotints : Value 3, 5' is not on time scale, 
TSunotints : Value4,y is not on timescale, 
Generalnstop : Further output of TSnnotints 

will be suppressed during this calculation. 
OutpiTF {{0., !), {ft.E, {}}, {1., l.j, {1.5, 1.5 
5}, [3. . 4, , {3.5, {'■} . {4. . 5} 
[5.5, {]}, [£., Oi, {6.5, {}} 
■ r [S. , 3.} r {S.5, 5.5}, {9., 1 
■ r {13-. Ci), {10.5, tjj 



■ _ ■ ■ A i 



0.5] ] 
1 
1 



{2.5, 



{7.5, 
{9.5, 



J, {2-, 2- 
, {4.5, {) 
, {)} 
1}. 



TSsigmaPlot [ts] 



Forward jump operator 



;.i;:-:^ < 



Os comandos Mathematica relativos ao operador de recuo e as funcocs dc 
rarefacgao sao, respectivamente, 

TSrho [escalatemporal , ponto] 
TSmu [escalatemporal , ponto] 
TSmi [escalatemporal , ponto] 

Os operadores de avango e recuo permitem classiflcar os pontos de uma escala 
temporal. Um ponto t€ T diz-se: 
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• discrete* a direita se a (t) > t; 

• denso a direita se a (f) = t: 

• denso a esquerda se /? (i) = i; 

• discrete a esquerda se p (t) < t. 

Um ponto denso a direita e denso a esquerda diz-se simplesmente denso; um 
ponto diz-se isolado caso seja discreto a esquerda e a direita simultaneamente. 

Exemplo 2. Na Figura[l] tem-se que to e denso; t\ e isolado; t2 e denso a 
esquerda e discreto a direita; e t% e discreto a esquerda e denso a direita. 

Exemplo 3. Se T = K, entdo todo o ponto t G T e denso pois a (t) — t — p(t). 
Alem disso, p, (t) = e v (t) = 0. 

Exemplo 4. 5e T = Z, entdo todo o ponto t G T e isolado pois a (t) = t + 1 e 
p (f) = i — 1. Alem disso, fi (t) = 1 e (i) = 1. 

Exemplo 5. 5e T =liL, h > 0, entdo todo o ponto t G T e isolado pois 

a (t) = inf {seT:s>(} = f + /i 
p (t) = sup {seT:s<(} = (- /i. 

Neste caso p (t) = h e v (t) = h. 

Exemplo 6. 5e T =o z , g > 1, en£ao para < = q™° G T tem-se 

a (t) = inf {s e T : s > (} = g' l0+1 = 
(0 (i) = sup{s G T : s < <} = a" " 1 = 

e, para t = 0, 

a(0) = = p(0) . 

Logo todo o ponto i / e isolado e o ponto t = e denso. A fungao de 
rarefacgao de avango e dada por 

r ( g -i)t se iGT\{o> 

^ W ~ \ se t = ; 

a fungao de rarefacgao de recuo e dada por 

/ (l-q- 1 )* se teT\{0} 
lJ_ \ se t = 0. 

Nos exemplos anteriores a e p sao fungoes inversas: a = p^ 1 c p = a . Em 
geral, conforme se ilustra no Exemplo[71 a ^ p^ 1 cp^ a . 
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Exemplo 7. Sejam a, b > e T 
a(t) = 



J a.h = U [k (a + b), k (a + b) + a]. Entao, 

k—0 



+ 00 



t se te U [k(a + b),k(a + b) + a[ 

k=0 

+ 00 

i + b se t e U {k (a + 6) + a} 



2a + 6 
a + 6 



a(t) 



a 



+00 . 



i se t€ U ]k(a + b),k(a + b) + a\U{0} 

k—0 

-\- OO 

i - 6 se t€ U {/c (a + 6)} 

k=l 



2a + b 
a + b 



/ 



!>(*) 



a ■ ■ • 



a 



+00 



se te U [k(a + b),k(a + b) + a[ 

k=0 
+00 

6 se teU{k(a + b) + a} 

k=0 



a 



/*(*) 



!/(*) 



+ OO 



se t e U ]fc(a + 6),£;(a + &) + a]U{0} 

fc=0 

6 se ie U {k(a + b)} 

k=l 



Para k ^ 0, visto que 

p(k(a + b) + a) = k (a + b) + a e a (k (a + b) + a) = (k + 1) (a + b) , 
entao a o p =^ id, onde id designa a aplicagao identidade. Para k 1 tem-se que 

a(k(a + bj) = k (a + b) e p(k (a + b)) = k (a + b) - b, 
logo p o a ^ id. 
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Proposigao 8. Um ponto t € T e discreto a direita e denso a esquerda se e so 
se ere p(t) 7^ t. 

Demonstragdo. Repare-se que se t e um ponto discreto a esquerda, entao p (t) = 
t\ ^ t e a (ti) = t e, portanto, a o p(t) = t. Assim a desigualdade a o p{t) ^ t 
garante que t e denso a esquerda e, como tal, 

aop(t)=a(t)^t, 

ou seja, t e um ponto denso a esquerda e discreto a direita. A implicagao 
contraria e imediata. □ 

Observagao 9. 1. Um ponto t € T e denso a direita e discreto a esquerda 
se e so se p o a (t) ^ t. 

2. O operador de avango e sobrejectivo se e so se ndo existem pontos em T 
que sejam simultaneamente discretos a direita e densos a esquerda. 

3. O operador de avango e injectivo se e so se ndo existem pontos em T que 
sejam simultaneamente densos a direita e discretos a esquerda. 

Para se proceder a classificagao de um ponto numa escala temporal em Math- 
ematica basta introduzir o comando 



TS Point [escalatemporal , ponto] 



Example.nb* 

lr|-4: ;: - TSPomt[ts, 0] 

ia left-dense and cignt-acatteced 
lrn«53:= TSPoint[tS, 1] 

1 ia Lef t-acattered and right-denae 
1^155^ TSPoijit[t3, 2] 

2 ia a denae pcint 
- TSPoint[ts r 5] 

5 ia a iaclated pcint 



"1 
'i 



3 Diferenciabilidade 



Seja T uma escala temporal e considere-se em T a topologia induzida pela topolo- 
gia usual dos numcros rcais. De modo semelhante ao tempo discreto T = Z, 
onde e usual considerar-se dois operadores de diferengas finitas, 



A/(ti) 
V/(ti) 



f(U +1 )-f(U) 
f(ti)-f(U-i) 



tambem na teoria das escalas temporais sao comuns duas nogoes de diferenciagao 
(e integragao [H]). 
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3.1 Derivada delta 

De modo a introduzir-se a definigao de derivada delta e necessario considerar 
um novo conjunto, T K , definido do seguinte modo: 




T\{supT} se p(supT) < supT < +00, 
T caso contrario. 



Definigao 10. Seja f : T — >R uma fungao e seja t G T K . A derivada delta de 
f em t, que se representa por f A (t), e o numero real (caso exista) tal que para 
qualquer e > existe uma vizinhanga Uf de t em T com 

I [/ (a (t))-f (s)} - f A (t) [a (t) - a] \ < e \a (t) - s\ (1) 

para todo o s G t// . Diz-se que f e delta- diferencidvel em T se existe derivada 
delta de f em t para todo o t e T K . A fungao f A : T K — >R diz -se a derivada 
delta de f em T K . 

Teorema 11. Seja / :T^M eieT K . Entao f tern no maxima uma derivada 
delta em t. 

Demonstragao. Suponha-se que / tern duas derivadas x, y € R em t. Por 
defmigao de T K , toda a vizinhanga de t contem algum s £ T K com s 7^ cr(i). 
Tem-se entao, para todo o e > 0, um s 7^ a(t) com 

\f(a(t))-f(s)-x-(a(t)-s)\^^\a(t)-s\ 
\f(a(t))-f(s)-y(o-(t)-s)\^ £ -\a(t)-s\ . 

Isto implica que 

\x-y\-\a(t)-s\ = \(x-y)-(a(t)-s)\ 

< \ x . (a (f) _ s) _ [1{a{t) ) - /(s) ]| + \f {a{t )) - f( s ) - y . (a(t) - s)\ 

< e ■ \a(t) - s \ . 

Como \cr(t) — s\ ^ 0, quando e tende para zero conclui-se que x — y. □ 

Observacao 12. Se t e T \ T K , ent&o f A (t) nao estd definida de modo unico. 
Com efeito, para tal t pequenas vizinhangas de t consistem apenas de t e, 
alem disso, tem-se a(t) = t. Por conseguinte a desigualdade ([T]) 6 verificada 
para qualquer numero f A (t) arbitrdrio. E esta a razao porque na DeRnicao [T0\ 
se exclui um ponto maximal que seja discreto a esquerda. 

Exemplo 13. Seja f : T — *R, a uma constante e f (t) = a para todo o t € T. 
Entdo f A (t) = para todo o(eT s . 

Exemplo 14. Se f : T — >K e a fungao identidade f (t) = t, entao f A (t) = 1. 

Exemplo 15. Seja f : T — >R definida por f (t) = t 2 . Entdo f A (t) =t + cr(t) = 
2t+n{t). ParaT = R tem-se f A = 2t = f'(t); paraT = Z, f A = 2t+l = A/(t). 
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Observacao 16. Uma fungdo f : T — >R diz-se continua em to se para qualquer 
e > existir uma vizinhanga Uf a = ]to — 5, to + S[ f] T de to, S > 0, tal que 
|/ (t) — / (to) | < e qualquer que seja o t G Ut ■ A fungdo f diz-se continua se 
for continua para todo o t G T. Todas as fungoes f : T — > R sao contvnuas para 
T = Z; para T = R tem-se a definigdo usual de continuidade em R; na escala 
temporal T = P^i as restrigoes das fungoes reals de varidvel real contvnuas em 
[2k,2k + 1], k G Nq, sao contvnuas, no entanto o operador de avango cr ndo e 
contmuo, pois ndo e continuo nos pontos 2k + 1, k G No (cf. Exemplo^). 

Teorema 17 (|9J). Seja f : T — >R uma fungdo e seja t G T K . 

1. Se f e delta- diferencidvel em t, entao f e continua em t. 

2. Se f e continua em t, com t um ponto discreto a direita, entao f e delta- 
diferencidvel em t e 

, A ff , _ f(Q-(t))-f(t) 

3. Se t e denso a direita, entao f e delta- diferencidvel em t se e so se o limite 

»->« s - 1 
existe (e e finito). Nesse caso 

s^t s — t 

4- Se f e delta- diferencidvel em t, entao 

f(a(t)) = f(t) + ^(t)f A (t) . 

Exemplo 18. Se T = 1, entao f : R — > R e diferencidvel no sentido delta em 
t G R se e so se o limite 

v f(s)-f(t) 
Urn 

s-rf s-t 

existe (e e finito), ou seja, se f e diferencidvel no sentido usual: 

/A W=n m m^m =r{t) . 

8->t S — t 

Exemplo 19. Se T = 7L, entao f : Z — ► R € delta- diferencidvel para todo o 
teZe 

f A (() = /(*(*))-/(*) =f{t+1) _ f{t) = A/ (t) ( 

A 4 W 

orade A e o operador usual de diferengas finitas. 
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Exemplo 20. Seja T = hZ, h > 0. Uma vez que cada ponto t € T e isolado, 

/A (t) = /^WW = f(t + h)- f (t) = 

J w ^ (t) ft, JW 

Exemplo 21. j4 derivada usual do cdlculo-q (qudntico) [20], tambem conhecida 
como derivada de Jackson U8\/ . e facilmente obtida escolhendo-se, para q > 1, 
T = ? N »:={ g ' ! :ieNo}: 

(q-l)t qyJ 

Exemplo 22. Seja T= P a ,6 onde a,b > 0. Considere-se uma sucessao de pontos 
(tn) neN <^[k{a + b),k(a + b) + a[ tal que 

lim t k n = k(a + b) + a . 

n — > + oo 

Note-se que 

lim a (t*) = lim t k n = k (a + b) + a ^ a (k (a + b) + a) . 



Como o operador de avango nao e continuo no ponto t = k (a + b) + a, tem-se 
que a nao e delta-diferencidvel nesse ponto. 

Este ultimo exemplo e um caso particular do resultado que se segue. 

Proposigao 23 ([29]). Se t e T K , t ^ minT e p(t) = t < a(t), entdo o 
operador de avango a nao e delta-diferencidvel em t. 

Demonstragao. Com vista a um absurdo, considere-se que a e delta-diferenciavel 
em t e que o~ A (t) = a. Entao para todo o s £ Ut, vizinhanca de t, 

\[a(a(t))-a(s)]-a[a(t)-s]\^e\a(t)-s\ . 
Em particular, para s = t 

\[a(a(t))-a(t)]-a[a(t)-t]\^e\a(t)-t\ . 
Ao tomar-se o limite quando e — > 0, obtem-se: 

[a [a it)) -a (t)} - a [a (t) - t] = =► a = ° { ° { § ° W . 

a [t ) — t 

Por outro lado, visto que t e discreto a direita e denso a esquerda, o ponto 
s £ Ut pode ser escolhido a esquerda de t. Logo, quando s -* t, obtem-se que 
a (s) = s — *■ t. Entao, 

\[a(a(t))-t}-a[a(t)-t]\^s\a(t)-t\ 

=S> [a (cr (t)) - t] - a [a (t) - t] = 

a (a (t))-t 
=>■ a = — . 

G (t) — t 

Ao comparar os resultados obtidos para a, conclui-se que a (t) = t, o que con- 
tradiz a hipotese. □ 
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Em Mathematica usa-se o comando TSDelta: 



TS Delta [escalatemporal , funcao , ponto] 
Note-se que a fungao pode ser definida 
dentro ou fora do comando TSDelta. 



Examp1e.nb * 

hp*- f[t_] := t*4 
11415]:= TSDelta [ta, f , 2] 
"..■' :[- 52 

ht»8:= TSDelta [ts, f , S] 

1151 

tl&ft- TSDelta [ts, (#M) t, 2] 



] 



O teorema seguinte apresenta as propriedades fundamentals da derivada 
delta. 

Teorema 24 ([H])- Sejam f,g : T — >R duas fungdes delta- diferencidveis em 
teT s ,ael. Entdo, 

1- (f + 9) A (t)=f A (t)+g*(t); 

2. (af) A (t) = af A (t); 

3- (fgf (t) = f A (t) g(t) + f (a (t)) g A (t) = f (t) g A (t) + f A (t) g (a (t)); 

, ff\ A m f A (t)g(t)-f(t)g A (t) 

4- - (*) = M / 7Ty\ se g {t) g {a (*)) ^ 0. 

Observacao 25. Use-se a notagdo f a = f o a . 

1. Sejam /, : T — ► K, £ = 1, . . . , n, fungdes delta- diferencidveis. Entdo, 

i ra ra ra r A 
' T J I J2 ' ' ' Jn-lJn ■ 



(/l/2 ' ' ' fn-lfnY 

= /l fl' ' ' fn-lfn + /l /2 f'A' ' ' fn—lfn 



2. Seja f : T — > K uma fungao delta- diferencidvel. Entdo, 



(rr = f 



U=l 



5. Seja / : T 
0. Entdo, 



uma fungao delta- diferencidvel em t tal que f (t) f (cr (i)) ^ 



(/") A 
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As operacoes do Teorema 1241 tambem estao definidas no package TimeScales 
do Mathematica: 



T S DeltaProdC onst[escalatemporal, 
fungao, constante, ponto] 



TSDeltaQuocient[escalatemporal, 
fungao 1 , fungdo2 , ponto] 



TSDeltaProduct [escalatemporal , 
fungao 1 , fungdo2 , ponto] 



T S DeltaSum[escalatemporal , fungao 1 , 
fungao2 , ponto] 



OnI24J= 224 



irj?;;:= TSDel t aQuocient [ ts , g, 2] 



i&fc f[tj := t'i; g[t_] :. t-2 



-;;f -- TSDeltaProduct [ts , f, g, 2] 



r.[23]:= TSDel taSum [ts , f, q, 3] 



r,[2^:= TSDeltaProdConsttts, F, 7, 2] 




r 

3. 



3.2 Derivada nabla 

Na seccao anterior definiu-se a derivada delta com recurso ao operador de 
avanco. Analogamente, introduz-se agora a nogao de derivada nabla recorrendo 
ao operador de recuo. Considere-se o seguinte conjunto: 



Definicao 26. Seja f : T — > R uma fungao e seja t € T K . A derivada nabla de 
f em t, que se representa por / v (t), e o numero real (caso exista) tal que para 
qualquer e > existe uma vizinhanga Uf de t em T com 



para todo o s £ U' t . Diz-se que f e nabla- diferencidvel em T se existe derivada 
nabla de f em t para todo o t G T re . A fungao / v : T K — > M. diz-se a derivada 
nabla de f em T K . 

De modo semelhante ao caso delta (cf. Teorema ITT]) pode-se mostrar que se 
/:T^tcteT K , entao / tem no maximo uma derivada nabla em t. 

Exemplo 27. Para T = K a derivada nabla coincide com a nogao usual de 
derivada: / v = f A = f. 

Exemplo 28. Para T = Z tem-se / v (t) = Vf (t) = f (t) - f (t - 1). 

Os resultados seguintes sao similares aos da derivada delta: 
Teorema 29 ([10]). Seja f : T — ► K uma fungao e seja t 6 T K . 
J. Se f e nabla- diferencidvel em t, entao f e continua em t. 




T\ {infT} 

T 



se — oo < infT < tr (infT) , 



caso contrario. 



[/(p(*))-/(s)]-/ v (*) [pW- s ]U £ |p(<)- s | 
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2. Se f continua em t, com t um ponto discrete a esquerda, entao f e nabla- 
diferencidvel em t e 



/ V («) 



f(t)-f(p(t)) 
u{t) 



3. Se t e denso a esquerda, entao f e diferencidvel no sentido nabla em t se 
e so se o limite 

»->t s - t 
existe (e e finito). Nesse caso, 

s^t s — t 

4- Se f e nabla- diferencidvel em t, entao f (p (t)) = / (t) — v (t) / v (i). 

Teorema 30 ( 10J ) . Sejam f,g : T — * R duas fungdes nabla- diferencidveis em 
t € T K) a£l. Entao, 

1- (f + gf(t) = f v (t) + g v (t); 

2. (aff(t)=ar(t); 

3- (fgf (t) = / v (f) <?(*) + / (p (*)) 5 V (t) = / (t) 5 V (t) + f v (t) g ( P (t)); 



(t) 



(t)g(t)-f(t)gV (t) 

g(t)g(p(t)) 



seg(t)g(p(t))^0. 



Em Mathematica os comandos sao analogos aos da derivada delta mas tern 
sempre o prefixo TSNabla. 



TSNabla[escalatemporal, funcao, ponto] 

T S NablaSum[escalatemporal , funcdol , 
funcdo2 , ponto] 

TSNablaProdConst[escalatemporal, 
funcao, constante, ponto] 

T S N ablaProduct [escalatemporal , 
funcao 1 , funcdo2 , ponto] 

TSNablaQuocient [escalatemporal, 
funcao 1 , funcdo2 , ponto] 



Example nb * 






K271- r[t_] :. t"4; g[t_] :. t-2 


] 






lnpil:= TSHabla[ts, f r 5] 


11 








jj 






|i^291:= TSHabla[ts, f, 2] 


51 






oitp9j= 32 


jj 






1^30]:= TSHablaSuia [tSj r, q, 2] 


11 








]J 






171531;- TSHablaProdConst [ts, f. 7. 21 


]] 






Qif4311= 224 


■}} 






lr.[33-:= TSHablaProduct[ts, f, g, 2] 


]] 






■- 192 


]J 






| T [3j; = TSHablEOjocientftSj f, q, 2] 


Jl 






0^331= 4 
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3.3 Regras da cadeia 

A formula usual da derivada da fungao composta nao e valida em todas as 
escalas temporais. 

Exemplo 31. Ao considerar-se a escala temporal T = Z e dadas as fungoes 
fjg-.Z—tZ definidas por 

f(t) = t 3 e g{t) = 2t 

repara-se que 

(/ o g) A = (8i 3 ) A = 8 {it 2 + 3t + 1) = 24t 2 + 2U + 8 

e que 

f A (g (t)) ■ g A (t) = (l2t 2 + 6t + l) 2 = 24t 2 + 12t + 2 . 

Logo, 

(f°gf^f A (g(t))g A (t) • 

Uma das possi'veis maneiras de determinar a derivada da fungao composta 
numa escala temporal e dada pelo proximo resultado. 

Teorema 32 ([5]). Seja g : R — > R uma fungao continua tal que g : T — > R e 
delta- diferencidv el em T K e seja f : R — ► R uma fungao com derivada continua. 
Entao, existe um numero real c € [t,o~ (t)] tal que 

(f°g) A (t) = f'(g(c))g A (t). (2) 

Exemplo 33. Considere-se as fungoes / : R — > R cj:T-»l definidas por 

f(t)=t 3 e g(t) = 2t. 

Observe-se que 

(/ o g) A (0) = /'( s (c)) s A (0)^c = i Vc =-i 

e, portanto, a formula J2]| e valida em t = para c = -4= G [0, <7 (0)] = [0, 1]. 

Outra formulacao possfvel para a derivada da fungao composta e apresentada 
no teorema seguinte. 

Teorema 34 (|9J). Seja f : R — * R uma fungao diferencidvel com continuidade 
e g : T — > R w fungao com derivada delta. Entao, 

(/ ° .9) A W - ,9 A (*) r /' (g (t) + Cm («) .9 A (*)) ^ ■ 
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Exemplo 35. Considerando as fungdes f e g do Exemvlo \3S[ verifica-se que 
(fog) A (t) = 2 [ 3(2t + 2£) 2 ^ 



JO 

(2* + 20 3 1 1 
J o 

= (2t + 2) 3 - 8i 3 
= 24i 2 + 24i + 8 



Teorema 36 ([9]). Seja g : T —> R ama fungao estritamente crescente tal que 
T = g (T) e uma escala temporal e seja f : T — > K uma fungao. Se g A (t) e 
f A (g (t)) existem para t G T K , entao 



(/°S) A = (/ A °s) 5 Z 



onde / A representa a delta derivada de f em T. 

Exemplo 37. Considerem-se as fungdes f e g do Exemplo \31l Assim T 
g (Z) = 2Z. Como 

C A ^ _ f(t + 2)-f(t) 



r(t) = 



2 

3 _ + 3 



(t + 2) a -t 



3t 2 + 6i + 4 



/ A °9(t) = 12i 2 + 12i + 4 



Zogo 



(/ A ° ff) 5 A (*) = (I2i 2 + 12* + 4) 2 = 24i 2 + 24i + 8 . 



Como consequencia do Teorema [36] obtem-se o seguinte resultado para a 
derivada da funcao inversa. 

Teorema 38 ([S]). Seja g : T — > M uma fungao estritamente crescente tal que 
T = g (T) e uma escala temporal. Entao 

1 ( -i\ A 
^A=(5 ) °9 

nos pontes t e T K onde g A (t) ^ 0. 
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4 Conclusao e notas finais 



O formalismo das escalas temporais permite desenvolver uma teoria de calculo 
diferencial generalizado, que tern como casos particulares o calculo diferencial 
em R, o calculo das diferengas finitas e o calculo-q (quantico) . Mesmo uma escala 
temporal como o conjunto de Cantor esta inclui'da. Os objectivos primordiais 
da analise em escalas temporais sao unificagao e generalizagao. Como resultado 
pode-se evitar a apresentagao em paralelo de resultados discretos e continuos 
(por vezes magador, as vezes diffcil) e a realizagao de "demonstragoes" por analo- 
gia ou apenas por omissao, que tao frequentemente ocorrem nas apresentagoes 
de versoes discretas de temas da analise [17] . 

Uma area de investigagao muito activa consiste em estudar sistemas de con- 
trolo em escalas temporais (vide, e.g., [31 [11 [51 [12 [!§])• Este e o assunto da 
unidade curricular Teoria do Controlo em Time Scales da area de especializagao 
em Optimizagao, Sistemas e Controlo do Programa Doutoral em Matemdtica e 
Aplicagoes (PDMA) entre os Departamentos de Matematica da Universidade de 
Aveiro (DMAT-UA) e da Universidade do Minho (DMAT-UM). De modo muito 
sucinto, a ideia central da teoria dos sistemas e controlo em time scales consiste 
em usar o conceito de derivada delta (ou nabla) para unificar os sistemas de 
controlo tanto em tempo contmuo como em tempo discreto: 



Tempo contmuo 



Tempo discreto 





*(*) = fiX 


-$k 

x(t),u(t)) 




i 

x(t+l) = f 2 (x(t),u(t)) 


Se T = 1 


, entao 




Se T = 


Z, entao 






x(t) = 


x A (t). 




x A (t) = x(t 


+ l)-x(t). 


Logo, 






Logo, 







x A (t) = h(x(t),u(t)) 



x A (t)=f 2 (x(t),u(t))-x(t) 



Estudam-se entao sistemas de controlo numa escala temporal T, i.e., 

x A (t) = f(x(t),u(t)), teTT. 

Ao considerar-se o calculo em escalas temporais, os sistemas de controlo em 
tempo contmuo e em tempo discreto sao fundidos numa unica teoria mais geral. 

Neste pequeno artigo apresentam-se as nogoes elementares da teoria das 
escalas temporais, que servem de ponto de partida para um estudo mais apro- 
fundado, e.g., o estudo do calculo integral em escalas temporais, o estudo das 
equagoes delta ou nabla-difcrenciaveis e a "Teoria do Controlo em Time Scales" . 
O package TimeScales, desenvolvido para o Mathematica, nao so executa calculos 
basicos como evidencia as diferengas de resultados para escalas temporais distin- 
tas. Esta dispomvel em http : //www . esce . ipvc .pt/docentes/ srodrigues/TimeScales .m 

Em anos recentes o calculo em escalas temporais tern recebido consideravel 
atengao internacional (cf., e.g., http://web.mst.edu/~bohner/tslist.htnil). 
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Varios scminarios e sessoes especiais sobre a tematica das escalas temporais sao 
organizados. Em Maio proximo decorre em Dresden, na Alemanha, uma sessao 
convidada organizada por Martin Bohner, Stefan Hilger e Agacik Zafer, no 
ambito da 8th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations 

and Applications, Dresden, Germany, May 25-28, 2010 ( |http : //web .mst . edu/~bohner/dd2010 .h tml). 
Ao leitor interessado nestas tematicas, e como ponto de partida, recomenda-se 
os livros [SQUIHT]. 
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